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質量mの重りを糸（伸縮しないとする）で吊るし、糸の上端を天井に固定し、鉛直面内
で振動させる装置を単振子という。鉛直面を xy面、鉛直下向きを x軸、水平右向きを y

軸に選び、重力加速度を g、糸の長さを rとする。糸の長さは変化しないとする。任意の
時刻における重りの鉛直となす角度を θとして次の問いに答えよ。

1. 角運動量の z成分 �zを r, m, θで表わす式を求めよ。
2. 力のモーメント（またはトルク）の z成分Nzを r, m, θ, gで表わす式を求めよ。
3. 角運動量の運動方程式の z成分を (極座標で)で記せ。
4. 角度 θが微小の場合に、一般解を求めよ。

(解答例)

1. 角運動量の定義において直交直線座標から極座標に変換する。

�z ≡ x mvy − y mvx (1)

x = r cos θ, y = r sin θ, (2)

vx = ẋ = ṙ cos θ − rθ̇ sin θ, vy = ẏ = ṙ sin θ + rθ̇ cos θ. (3)

以上の結果を代入してを角運動量（の z成分）の極座標表示を得る。

�z = m[r cos θ(ṙ sin θ + rθ̇ cos θ) − r sin θ(ṙ cos θ − rθ̇ sin θ)]

= mr2θ̇ (4)

2. 　重りに働く力は重力と糸の張力である。しかし、張力は回転軸向きに向かい、力の
モーメントに寄与しない。したがって、重力だけが力のモーメントに寄与し、しかも、
今の場合、重力は x成分しかもたないので力のモーメントのｚ成分は

Nz = [x(mg)y − y(mg)x]

= −mgr sin θ (5)

となる。（この符号は角度を減少させる向きであると解釈できる。）
3. 　角運動量の時間微分が力のモーメントに等しいから、前問の結果を代入して

d�z

dt
= Nz

→ mr2θ̈ = −mgr sin θ (6)

を得る。
4. また微小振幅 (微小角度）の場合

θ̈ = −g

r
sin θ

sin θ ≈ θ

→ 　一般解：θ = θ0 cos(

√
g

r
t + δ), (θ0, δ :積分定数) (7)
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