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調和振動子系のハミルトニアン Ĥは，座標演算子 x̂と運動量演算子 p̂xを用いて次のよう
に表される．

Ĥ =
p̂2x
2m

+
mω2

2
x̂2 (1)

ただし，量子的粒子の質量をm, 角振動数を ω，ディラック定数を h̄とする．次式で定義
される無次元の演算子 â, â†を導入する．

â ≡ 1√
2α

(
α2x+

d

dx

)
, â† ≡ 1√

2α

(
α2x− d

dx

)
, α ≡

√
mω

h̄
(2)

1. 基底状態の波動関数 ψ0(x)に対して，下降演算子をエネルギー最低状態としての基
底状態に演算させると状態は存在しない，すなわち âψ0(x) = 0という条件から，定
数係数を除いて，ψ0(x)の関数形を推定せよ．

2. 第一励起状態の波動関数 ψ1(x)は基底状態の波動関数 ψ0(x)から上昇演算子 â†によ
り生成される，すなわち ψ1(x) ∝ â†ψ0(x) という条件を用いて，定数係数を除いた
ψ1(x)の関数形を推定せよ．(A ∝ BはAはBに比例するという意味．)

3. 前問までの結果を用いて，ψ0(x)と ψ1(x)が直交するかどうかを調べよ．

(解答例)

1. 題意より

0 = âψ0(x)

=
1√
2α

(
α2x+

d

dx

)
ψ0(x)

→ dψ0

dx
= −α2x · ψ0

→ dψ0

ψ0

= −α2xdx→
∫ dψ0

ψ0

= −α2
∫
xdx

→ lnψ0 = −1

2
α2x2 + C, (C :積分定数)

→ ψ0(x) ∝ exp

(
−α

2x2

2

)
. (3)

2. 同様にして

â†ψ0(x) =
1√
2α

(
α2x− d

dx

)
ψ0(x)

1



∝ − 1√
2α

(
−α2x− α2x

)
exp

(
−α

2x2

2

)

=
√
2α · x · exp

(
−α

2x2

2

)
. (4)

3. 題意より ∫ +∞

−∞

[
exp

(
−α

2x2

2

)
· x · exp

(
−α

2x2

2

)]
dx

=
∫ +∞

−∞
x · exp

(
−α2x2

)
dx

= 0 (被積分関数が奇関数であるため). (5)

故に，ψ0(x)と ψ1(x)は直交する．
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