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1次元系において，V (|x1 − x2|)で相互作用する，質量がそれそれm1,m2である異種の 2

粒子系のハミルトニアンが次式のように与えられている.

Ĥ=− h̄2

2m1

∂2

∂x21
− h̄2

2m2

∂2

∂x22
+ V (|x1 − x2|). (1)

h̄はディラック定数で，2粒子の座標はそれそれ x1, x2である．以下の問いに答えよ．

(a) 重心座標X，全質量M，相対座標 xと換算質量 µを以下のように定義する．

X≡m1x1 +m2x2
M

, M ≡ m1 +m2，x ≡ x1 − x2,
1

µ
≡ 1

m1

+
1

m2

. (2)

換算質量 µの意味を調べるため，m1 ≪ m2の場合とm1 = m2の場合の µを求めよ.

(b) 偏微分 ∂/∂x1と ∂/∂x2を ∂/∂xと ∂/∂Xで表す関係式を求めよ．

(c) このハミルトニアンを x,Xとこれらの微分演算子で表せ．

(d) この系の定常状態に対するシュレディンガー方程式を相対運動，重心運動のそれぞ
れの波動関数 ϕrel(x),Φcm(X)の分離型の解を用いて解き，それぞれの解の特徴を述
べよ．

(解答例)

(a) m1 ≪ m2の場合

　
1

µ
≈ 1

m1

→ µ ≈ m1 (3)

となる, すなわち軽い方の質量の値に近似的に等しくなる．m1 = m2の場合

　µ =
m2

1

2m1

=
m1

2
(4)

となる, すなわち元の質量の値の半分となる．

(b) 式 (2)より、元の変数 x1, x2は x,Xの関数と見なせるから、合成関数の微分
公式を用いて
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∂
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∂
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. (6)
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(c) 前問の結果をハミルトニアンの運動エネルギーに代入すると

− h̄2

2m1

∂2

∂x21
− h̄2

2m2

∂2

∂x22
= − h̄2

2m1

(
∂2

∂x2
+

2m1

M

∂

∂x

∂

∂X
+
m2

1

M2

∂2

∂X2

)
　　　　

− h̄2

2m2

(
∂2

∂x2
− 2m2

M

∂

∂x

∂

∂X
+
m2

2

M2

∂2

∂X2

)

= − h̄2

2µ

∂2

∂x2
− h̄2

2M

∂2

∂X
. (7)

従って

Ĥ =

(
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+ V (|x|)

)
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(8)

のように、右辺の第一項は相対運動，第二項は重心運動に対応するように，
分離される.

(d) 2粒子系の定常状態の波動関数をψ(x1, x2)，エネルギーをEとすると，シュ
レーディンガー方程式は

Ĥψ(x1, x2) = Eψ(x1, x2) (9)

と書ける．前問の結果より，ハミルトニアンを相対運動 (relative motion)と
重心運動 (center-of-mass motion)に分離されるので，その解は相対運動に関
係する部分 (ϕrel(x)とする) と重心運動に関係する部分 (Φcm(X)とする)変
数分離型 ψ(x1, x2) = ϕrel(x)Φcm(X)となる. 式 (10)を式 (9)に代入して整理
すると(

− h̄2

2µ

∂2ϕrel(x)

∂x2
+ V (|x|)ϕrel(x)

)
Φcm(X) +

(
− h̄2

2M

∂2Φcm(X)

∂X2

)
ϕrel(x)

= Eϕrel(x)Φcm(X) (10)

と書ける．だだし，式 (10)の両辺を ϕrel(x)Φcm(X)で割ると(
− h̄2

2µ
∂2ϕrel(x)

∂x2 + V (|x|)ϕrel(x)
)
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+
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)
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= E (11)

と書ける．式 (11)の右辺の第一項は xのみの関数で，第二項はXのみの関
数で，これらの和が一定値Eに等しい．式 (11)は恒等式であるから，右辺
の第一項は一定 (今，Erelとおく），右辺の第二項も一定 (今，Ecmとおく）
でなければならない．すなわち，(

− h̄2

2µ
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∂x2
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)
= Erelϕrel(x), (12)(
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)
= EcmΦcm(X), (13)

Erel + Ecm = E (14)
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と書ける．すなわち，相対運動はポテンシャル V (|x|)の下での量子力学的な
ポテンシャル問題の解に相当し，重心運動は平面波状態 (自由粒子）に相当
する．
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