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水素原子の基底状態の波動関数 ψ(r)に対する試行関数 ϕα(r) ≡ Ne−αr（N :規格化定数,

α：未定のパラメタ）を用いて、基底状態のエネルギーを次の手順に従って変分法により
計算せよ。水素原子の基底状態（軌道角運動量ゼロ状態）に対するハミルトニアン Ĥは次
のように与えられる。

Ĥ = − h̄2
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(
d2

dr2
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)
−
(

e2

4πε0

)
1

r
, (h̄ :ディラック定数,m :電子質量, ε0 :電気定数).

(1)

1. 試行的な波動関数としてのϕα(r)の規格化条件から規格化定数NとN2を計算せよ。(今
の場合、3次元の波動関数ψ(r)をϕα(r)とおくことに注意すること。ただし，dxdydz =
r2 sin θdrdθdϕ, 0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.)

2. 運動エネルギー K̂(式 (1)の右辺第一項)の期待値を計算せよ。

3. ポテンシャル Û(式 (1)の右辺第二項)の期待値を計算せよ。

4. ハミルトニアン Ĥの期待値を αについて微分してゼロとおき、そのときの αとハミ
ルトニアン Ĥの期待値を計算せよ。また、この変分計算によるハミルトニアン Ĥの
期待値を厳密計算の結果E1(exact) = −

(
1

4πε0

)2 (
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)
と比較せよ。

ただし、次の積分公式を使ってよい。

In(a) ≡
∫ ∞

0
xne−axdx, (n :整数, a > 0, constant); I0(a) =

1

a
, I1(a) =

1

a2
, I2(a) =

2

a3
.(2)

（ヒント）
水素原子の電子の基底状態は軌道角運動量 ℓはゼロであるから，その波動関数の角度依
存性はないので、試行関数は動径 rのみの関数と考えてよい．しかし，規格化や期待値の
計算の際の積分は極座標表示における動径 rについてだけではなく，2つの角度 θ, φにつ
いても積分しなければならない．
(解答例)

1. 3次元の波動関数（ψ(r) = ϕα(r) ≡ Ne−αr）の規格化条件より

1 =
∫
ψ∗(r)ψ(r)dr =

∫ ∞

0
ϕ2
α(r)r

2dr ·
∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφ

= 4π
∫ ∞

0
ϕ2
α(r)r

2dr = 4πN2I2(2α) = 4πN2 × 1

4α3

→ N =

√
α3

π
, N2 =

α3

π
. (3)
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2. 運動エネルギー演算子 K̂とその試行関数への演算
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運動エネルギー演算子の期待値
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=
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3. ポテンシャル演算子の期待値：
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∫ ∞
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4. 以上の結果より、ハミルトニアンの期待値 は

⟨ϕα|Ĥ|ϕα⟩ = ⟨ϕα|K̂|ϕα⟩+ ⟨ϕα|Û |ϕα⟩

=
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)
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)
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のように、変分パラメタ αの関数として表され、確かに有限の αの値に対して最小
値をもつことがわかる。その極値を与える αの値を決める。

0 =
d⟨ϕα|Ĥ|ϕα⟩

dα
=

(
h̄2

m

)
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αのこの値をハミルトニアンの期待値の値に代入すると

⟨ϕα|Ĥ|ϕα⟩ = −
(

1

4πε0

)2
(
me4
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)
= E1(exact). (11)
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