
変分法とその量子力学への応用 1

1 変分法
物理学や工学の多くの分野において，ある関数を積分した量の極値を求めるこ

とにより，種々の法則が求められる．これらは変分法を用いている．例：力学（解
析力学）における作用積分とラグランジュ方程式ハミルトン方程式．電磁気学に
おけるポテンシャル積分とポアソン方程式．同時に，変分法は柔軟で実用的な近
似法でもある．
変分法の原理は 2000年以前は大抵の量子力学の教科書 [1, 2, 3]で取り上げられ

ていたが，インターネット上の完成度の高いテキスト [4]などに記述はあるが，最
近の教科書に変分法を記述してあるものは意外に少ない [6]．にもかかわらず，ほ
とんどの場合は，その原理だけ述べられ，実際にはどうやって解いてゆくかは書
かれていない．変分法の実際的なアプローチのテキストはあまりない．

1.1 未知の関数をその積分が極値を与えるように求める

区間 [A,B]においてある曲線を表わす未知の関数 f(x)を考える．その曲線の長
さLは微小区間 dsのA(x = a)からB(x = b)までの集合なので次のような線積分
になる．

曲線の長さ L =

∫
A→B

ds

=

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx

≡汎関数 I[f(x)]. (1.1)

ここで，微小区間の長さ dsが次のように表されることを用いた．

ds =
√
(dx)2 + (dy)2

= dx

√
1 +

(
dy

dx

)2

. (1.2)

これはある関数f(x)を与え，xについての積分を行うと，ある１つの値L = I[f(x)]

が決まると考えることができる．また，この場合の長さLは与えられる f(x)によっ
て異なる．つまり，これまでのあるひとつの値 x = aを与えると，関数の値 f(a)

が決定されることに対応して，I[f(x)]を関数2の関数という意味で汎関数3と呼ば
れる．
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次に，AとBを結ぶ最短の曲線を求めることを考えてみる．つまり，最小Even

の L = I[f(x)]を求めることを考える．

ここで，ある関数 f(x)の最小値を与える点を求める方法を復習する．一般に最
小値を与える点を直接決めるのは困難なので，まず，極値を与える点を探す．関数
の極値を探すときは，xを少しだけ変化させて，関数値の変化を検討する．つまり

df(x) = f(x+ dx)− f(x)

≃ df(x)

dx
dx (1.3)

であるので

df(x)

dx
≡ f ′(x)

= 0 (1.4)

を満たす点を求める．

同様の議論を汎関数について行う．つまり，最小値L = I[f(x)min]を直接求める
のは困難なので，関数 f(x)を δf(x)だけ仮想的に変化させたときの汎関数の仮想
的な変化を考える

δI[f(x)] = I[f(x) + δf(x)]− I[f(x)] (1.5)

dg(x)を微分4と呼ぶことに対応して，この δI[f(x)]を変分5と呼ぶ．
また，dg(x) = 0となる点を関数 g(x)の極値と呼ぶことに対応して，δI[f(x)] = 0

を与える関数を汎関数 I[f(x)]の停留値を与える関数という．微分と変分の対応は
次の通りである．

関数 g(x) ⇐⇒ 汎関数 I[f(x)]

独立変数 x ⇐⇒ 独立関数 f(x)

微分 dg(x) ⇐⇒ 変分δI[f(x)]

1.2 条件付き変分法ーラグランジュの未定乗数法ー

変数 x, yの関数 f(x, y)の極値問題とは任意の微小な仮想的な変化（変分）δx, δy
に対する停留問題である．

δf ≡
(
∂f

∂x

)
δx+

(
∂f

∂y

)
δy (1.6)

= 0. (1.7)

4differential
5variation
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二つの変分 δx, δyが独立な場合には，上の式は

∂f

∂x
= 0,

∂f

∂y
= 0 (1.8)

という 2つの条件式と等価である．
次に，2変数の間に関数 g(x, y)で表されるような拘束条件がある場合を考える．

g(x, y) = 0. (1.9)

例えば，半径 5の円周上に限られるという拘束条件の場合，

g(x, y) = x2 + y2 − 25 (1.10)

となる．
この場合，この拘束条件の両辺の変分を考えると

δg =

(
∂g

∂x

)
δx+

(
∂g

∂y

)
δy

= 0 (1.11)

を満たす，すなわち，二つの変分 δx, δyは独立ではなくなり，変分 δyは

δy = −
(
∂g
∂x

)(
∂g
∂y

)δx (1.12)

のように，変分 δxにより決まる．この式を式（1.6）に代入すると,次のように，

0 =

(∂f
∂x

)
−
(
∂f

∂y

) ( ∂g
∂x

)(
∂g
∂y

)
 δx

→
(
∂f

∂x

)
−
(
∂f

∂y

) ( ∂g
∂x

)(
∂g
∂y

) = 0

→
(
∂f
∂x

)(
∂g
∂x

) =

(
∂f
∂y

)
(

∂g
∂y

) (1.13)

のように，偏微分係数の比が x, yに依存しない定数となる．その値を λとおくと，
すなわち (

∂f
∂x

)(
∂g
∂x

) =

(
∂f
∂y

)
(

∂g
∂y

) ≡ λ (1.14)
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が得られる．これより，二つの条件

0 =

[(
∂f

∂x

)
− λ

(
∂g

∂x

)]
, 0 =

[(
∂f

∂y

)
− λ

(
∂g

∂y

)]
(1.15)

が得られる．この式 (1.15)を，拘束条件のない場合の極値条件 (1.8)と比較する
と，次のように修正された関数

F (x, y) ≡ f(x, y)− λg(x, y) (1.16)

を用いれば，あたかも二つの変分 δx, δyが独立であるかのように取り扱うことが
できる．すなわち，

∂F (x, y)

∂x
= 0,

∂F (x, y)

∂y
= 0 (1.17)

が成立する．この方法をラグランジュ未定乗数法6という．
以上の議論は3つ以上の変数がある場合にも直ちに拡張できる．変数x1, x2, · · · , xn

の関数f(x1, x2, · · · , xn)の極値問題をm個の拘束条件{gi(x1, x2, · · · , xn); i = 1, 2, · · · ,
m;（m < n）}の下で考える場合，m個のラグランジュ未定乗数 λ1, λ2, · · · , λm
（m < n)を用いて修正された関数

F (x1, x2, · · · , xn) ≡ f(x1, x2, · · · , xn)−
m∑
i=1

λigi(x1, x2, · · · , xn) (1.18)

に対する停留値を求めればよい．

2 量子力学における変分法 (１)

ハミルトニアン Ĥの期待値の変分はシュレディンガー方程式と等価であること
が以下のようにして分かる．
まず，変分関数 ϕ(x)（波動関数）が規格化条件を満たしつつ，Ĥの期待値が停

留値を取ることを考える． ∫
ϕ∗(x)ϕ(x)dx = 1 (2.1)

δ

(∫
ϕ∗(x)Ĥϕ(x)dx

)
= 0 (2.2)

となる．このような条件付き変分問題はラグランジュの未定乗数法により，次の
関数（演算子の期待値）の変分と等価である．

δ

(∫
ϕ∗(x)Ĥϕ(x)dx− E

∫
ϕ∗(x)ϕ(x)dx

)
= 0 (2.3)

6method of Lagrange multiplier
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ただし

E ≡
∫
ϕ∗(x)Ĥϕ(x)dx∫
ϕ∗(x)ϕ(x)dx

≡ ⟨ϕ|Ĥ|ϕ⟩
⟨ϕ|ϕ⟩

,

→ E⟨ϕ|ϕ⟩ = ⟨ϕ|Ĥ|ϕ⟩ (2.4)

である．ここで ϕについての変分を考えると

δ(E⟨ϕ|ϕ⟩) = δ(⟨ϕ|Ĥ|ϕ⟩)
→ E⟨δϕ|ϕ⟩+ E⟨ϕ|δϕ⟩ = ⟨δϕ|Ĥ|ϕ⟩+ ⟨ϕ|Ĥ|δϕ⟩
→ ⟨δϕ|(Ĥ − E)|ϕ⟩+ ⟨ϕ|(Ĥ − E)|δϕ⟩ = 0 (2.5)

となる．量子力学において，波動関数 ϕは一般に複素量であるので，ブラ ·ベク
トル ⟨δϕ|とケット ·ベクトル |δϕ⟩は独立であると考えてよい (つまり，ϕ∗と ϕを
別の独立関数であると考える)．

⟨δϕ|(Ĥ − E)|ϕ⟩ = 0 , ⟨ϕ|(Ĥ − E)|δϕ⟩ = 0 (2.6)

⟨δϕ|と |δϕ⟩はともに任意であり，Ĥはエルミート演算子なので

(Ĥ − E)|ϕ⟩ = 0

→ Ĥ|ϕ⟩ = E|ϕ⟩ (2.7)

となり，シュレディンガー方程式が導かれる．

3 量子力学における変分法 (２)

3.1 基底状態に対する変分法

ハミルトニアン Ĥ の真の基底状態におけるエネルギー固有値 E0，それに対応
する波動関数を ψ0(x)とする．ここで，基底状態の波動関数に対する試行関数を
φ0(x)として規格化条件 ∫

φ∗
0(x)φ0(x)dx = 1 (3.1)

を満足しているとすると，その近似的なエネルギー固有値は関数 φ0(x)の汎関数
として

I[φ0] ≡
∫
φ∗
0(x)Ĥφ0(x)dx

≥ E0 (3.2)
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となる．ただし，上式で等号が成立するのは，φ0(x) = ψ0(x)の場合に限る．

(証明)

Ĥ の真の固有値と波動関数の組を {Ei, ψi(x), (i = 0, 1, 2, · · · )}として，試行関数
φ0(x)を展開係数を {c, i = 1, 2, · · · }として {ψi(x)}で展開すると

φ0(x) = c0ψ0(x) + c1ψ1(x) + · · ·
≡
∑
i

ciψi(x) (3.3)

となる．ただし，試行関数と波動関数の規格直交性より∑
i

|ci|2 = 1 (3.4)

となる．ここで，シュレーディンガー方程式は

Ĥψi(x) = Eiψi(x) (i = 0, 1, 2, · · · ) (3.5)

である．また，{ψi(x)}の規格直交性∫
ψ∗
i (x)ψj(x)dx = δij (3.6)

を用いて

I[φ0] =

∫
φ∗
0(x)Ĥφ0(x)dx

=

∫ (∑
i

c∗iψ
∗
i (x)

)
Ĥ

(∑
j

cjψj(x)

)
dx

=
∑
ij

c∗i cjEj

(∫
ψ∗
i (x)ψj(x)dx

)
=
∑
ij

c∗i cjEjδij

=
∑
i

|ci|2Ei (3.7)

となる．ここで，E1, E2, · · · ≥ E0であるから

I[φ0] =
∑
i

|ci|2Ei

≥
∑
i

|ci|2E0 = E0,

→ I[φ0] ≥ E0 (3.8)
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となる．以上より，試行関数φ0(x)がE0が対応する真の固有関数ψ0(x)と一致す
るときに限り積分

I[φ0] =

∫
φ∗
0Ĥφ0dx

が最小値E0を与える．
また，試行関数 φ0(x)が規格化されていない場合, 式 (3.2)は

I[φ0] =

∫
φ∗
0Ĥφ0dx∫
φ∗
0φ0dx

≥ E0. (3.9)

と表される．

3.2 励起状態に対する変分法

簡単のために，基底状態の近似的波動関数 ϕ0(x)は既知であるとして，それに直
交するように，第一励起状態に対する試行関数φ1(x)を設定する．このとき，φ1(x)

は ϕ0(x)以外の固有関数 ψk(x), (k ≥ 1)を用いて展開できるはずである．

φ1(x) =
∑
k≥1

ckψk(x). (3.10)

この状態についてのエネルギー期待値は

⟨φ1|Ĥ|φ1⟩
⟨φ1|φ1⟩

=

∑
k≥1Ek|ck|2∑
k≥1 |ck|2

≥
E1

∑
k≥1 |ck|2∑

k≥1 |ck|2
= E1. (3.11)

基底状態に対して行ったように，適当に設定されたパラメタについてエネルギー
期待値の変分を行う．
直交する関数の作り方の 1つはグラム-シュミットの直交化法が知られている．

3.3 線形変分法またはレイリー・リッツの変分法

変分法を用いる場合，試行関数の形の選び方で結果の良否が分かれる．その選
択の 1つとして，線形独立 (または一次独立) な関数の組を用意し，それらの線形
結合によて得られる線形関数空間の中で最良の関数を求めることがよく行われる．
この方法を線形変分法またはレイリー・リッツの変分法7という．

7Rayleigh-Ritz Variation Method
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パラメタを含む適当な線形独立な関数系 {ϕi(x); i = 1, 2, · · · , n}の線形結合の
形で，試行関数Φ(x)を用意する．

Φ(x) = c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + · · ·+ cnϕn(x)

=
n∑

i=1

ciϕi(x). (3.12)

関数系 {ϕi(x); i = 1, 2, · · · , n}は必ずしも直交していなくてもよい．
パラメタを含む適当な線形独立な関数系 {ϕi(x)}と一般には複素数である展開係

数の組 {ci} の両方を同時に変分で求めることは困難なので，{ϕi(x)}はあらかじ
め定められたものを用いて，{ci}だけを変分により求めることを目標にする．ハ
ミルトニアン Ĥの試行関数Φ(x)における期待値 εは

ε ≡ ⟨Φ|Ĥ|Φ⟩
⟨Φ|Φ⟩

=

n∑
i=1

n∑
j=1

c∗iHijcj

n∑
i=1

n∑
j=1

c∗iSijcj

. (3.13)

ここで，ハミルトニアン行列Hijとノルム行列 Sijは

Hij ≡
∫
ϕ∗
i (x)Ĥϕj(x)dx, (3.14)

Sij ≡
∫
ϕ∗
i (x)ϕj(x)dx (3.15)

と定義される．もちろん，関数系 {ϕi(x); i = 1, 2, · · · , n}が直交系の場合には
Sij = δijである．
求めたいエネルギー期待値 εは展開係数 {ci; i = 1, 2, · · · , n}の関数であり，

∂ε/∂ci = 0, ∂ε/∂c∗i = 0を計算したいが，そのままでは複雑になるので，式 (3.13）を

n∑
i=1

n∑
j=1

c∗iHijcj = ε
n∑

i=1

n∑
j=1

c∗iSijcj (3.16)

と書き直す．式（3.16）の両辺を c∗i で偏微分して，∂ε/∂c
∗
i = 0であることを用い

ると

n∑
j=1

Hijcj = ε

n∑
j=1

Sijcj, (i = 1, 2, · · · , n) (3.17)

を得る．式 (3.17)は，図 1に示されているように，一般固有値問題の方程式であ
る．標準的な固有値問題と異なり，一般固有値問題の場合には，まずノルム行列
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=εHij cjcj =εHij cjcj Sij

(a) (b)

図 1: (a) 直交関数系における固有値問題，(b)非直交関数系における一般固有値
問題．

(Sij)の対角化を行い，次に，その影響をハミルトニアン行列 (Hij)に加味した修
正ハミルトニアン行列とも言うべき行列を対角化する.

式 (3.17)はn次の代数方程式であり，重根の場合も含め，その解{εi, (i = 0, 2, · · · , n−
1)}は対応する真の値 {Ei, (i = 0, 2, · · · , n− 1)}との間に

E0 ≤ ε0, E1 ≤ ε1, · · · , En−1 ≤ εn−1 (3.18)

という関係が成り立つ [5, 6]．
式 (3.17)の解法の手順については附録Aを参照のこと．

4 変分法の適用手順
量子力学の対象とする問題には少数の場合を除いて，解析的に厳密な解は見つ
かっていない．ここでは，変分法を用いてハミルトニアン Ĥの最低固有値とその
固有関数を近似的に求める．まず，量子力学の問題に対する変分法の適用方法に
ついて具体的なイメージを把握するために，変分法を適用する際の大まかな手順
を示す．
変分法を適用する際の大まかな手順：

1. まず, あるパラメタ αを含む試行的な波動関数 (変分関数)ϕα(x)を適切に選
ぶ．試行関数 ϕα(x)の選び方[1]

(a) 無限遠方でゼロになるなど，考察している系に対する波動関数が満たす
べき境界条件を満たしていること，

(b) 物理的な考察または類推により，真の波動関数ψ(x)になるべく近いこと，

(c) ハミルトニアンの期待値を求める計算，特に関連する行列要素が解析的
に得られるくらいに単純な形であることが望ましい．
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2. その ϕα(x)を用いてエネルギー期待値

Eα ≡
∫
ϕ∗
α(x)Ĥϕα(x)dx∫
ϕ∗
α(x)ϕα(x)dx

(4.1)

を計算する．試行的な波動関数 (変分関数)ϕα(x)がすでに規格化されている
場合

Eα ≡
∫
ϕ∗
α(x)Ĥϕα(x)dx (4.2)

を計算する．

3. パラメタαについて求められたEαの変分を行い，停留値となるαを決める．
つまり

dEα

dα
= 0 (4.3)

を計算する．

4. 停留問題で得られた αの値をEαに代入することで，真のエネルギー期待値
Eの近似値を求めることができる．また，そのときの ϕα(x)は真の波動関数
ψ(x)の近似的な波動関数になる．

5 参考：変分法の現代的適用例
変分法は広範囲の物理の問題に対して一般的な処方箋となっている．特に多変

量関数の最小化問題は数理科学の分野では非常に一般的な問題であり，さまざま
な技法が開発されている．変分法の特徴は式が等式でなく不等式であるというこ
とである．不等式はほとんどの場合，数値計算の手法でしか評価できない．
しかしながら，現実の多くの計算は結局のところそのような数値的技巧を凝ら

さない限り解けない．数値的技巧の多くは，先に述べたようにきれいな等式では
なく不等式である．

5.1 密度汎関数理論

第一原理電子状態計算の大部分は密度汎関数理論 [8, 9]に基づく．この理論では，
波動関数の変分ではなく，存在確率密度の変分を考える．
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5.2 ガウス型基底関数系を用いた変分計算

ガウス型基底関数を用いた変分計算は，高精度の近似解法であるといえる．水
素原子の量子力学的計算は特殊関数を用いる複雑なものであるが，ガウス型基底
関数系を用いた変分計算では基底状態だけではなく，数個の励起状態エネルギー
も高精度で計算できる [10]．
原子，原子核が関与するミューオン分子イオンに適用され高精度の結果を残して

いる [11]．最近は，原子核の構造計算にも成功裏に使用されている [12]．格子ゲー
ジ理論分野からも等比級数型ガウス基底関数系の手法は注目されたこと [13]も付
記しておく．

附録
A 一般固有値問題の解法
一般固有値問題の解法の手順について以下説明する．以下，添え字のラベルなど

表現の煩雑さを避けるために，ハミルトニアン行列を Ĥ，ノルム行列を Ŝ，固有値を
ξi, (i = 1, 2, · · · , n)，対応する固有ベクトル (列ベクトル)をci = (c1i, c2i, · · · , cni)T,
(i = 1, 2, · · · , n)と記す．すると，一般固有値問題の方程式は次のように簡略化し
て表現できる．

Ĥci = ξiŜci, (A.1)

(Ĥ)ij ≡ Hij, (A.2)

(Ŝ)ij ≡ Sij, (A.3)

ci =


c1i
c2i
...

cni

 , (i, j = 1, 2, · · · , n) (A.4)

ここでは簡単のため，行列 Ĥ, Ŝは実対称行列であるとする．

1. ステップ 1(ノルム行列 Ŝの対角化)

Ŝの i番目の固有値を λi，それに属する固有ベクトルを yiとおくと

Ŝyi = λiyi, (A.5)

yi =


y1i
y2i
...

yni

 , i = 1, 2, · · · ,m(≤ n). (A.6)

m ≤ nである理由は，固有値 λiがゼロや負値を除くためである．
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これらのm個の固有ベクトルを用いて，ユニタリ行列 Û を導入する．

Û ≡ (y1,y2, · · · ,ym), (A.7)

Û Û−1 = Û−1Û = Î , (A.8)

Uij = yij, (Û
−1)ij = Uji = yji. (A.9)

ここで

Û−1ŜÛ =



λ1 0 · · · · · · · · · · · · 0
0 λ2 0 · · · · · · · · · 0
0 0 · · · 0 · · · · · · 0
0 0 · · · λm 0 · · · 0
0 · · · · · · · · · 0 · · · 0
0 · · · · · · · · · · · · · · · 0


(A.10)

≡ ẐẐ, (A.11)

Ẑ ≡



√
λ1 0 · · · · · · · · · · · · 0
0

√
λ2 0 · · · · · · · · · 0

0 0 · · · 0 · · · · · · 0
0 0 · · ·

√
λm 0 · · · 0

0 · · · · · · · · · 0 · · · 0
0 · · · · · · · · · · · · · · · 0


. (A.12)

2. ステップ 2(修正されるハミルトニアンの対角化)

式 (A.1)，(A.8)，(A.11)より

Û−1ĤÛÛ−1ci = ξiÛ
−1ŜÛ Û−1ci

= ξiẐẐÛ
−1ci (A.13)

が得られる．ここで

Û−1ĤÛ ≡ Ĥ ′, (A.14)

Û−1ci ≡ x′
i (A.15)

とおくと，式 (A.13)は

Ĥ ′x′
i = ξiẐẐx

′
i

→ Ẑ−1Ĥ ′Ẑ−1Ẑx′
i = ξiẐx

′
i (A.16)

がなる．ここで，さらに

Ẑ−1Ĥ ′Ẑ−1 ≡ Ĥ ′′, (A.17)

Ẑx′
i ≡ xi (A.18)
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とおくと，式 (A.16)は，次のように，標準的な固有値問題の方程式

Ĥ ′′xi = ξixi (A.19)

となる．

以下では数値計算のために必要な数学的表現を求める．まず，式 (A.14)で定
義された行列 Ĥ ′行列要素H ′

ijは

H ′
ij = (Û−1ĤÛ)ij, (i, j = 1, 2, · · · , n)

=
n∑

k=1

n∑
ℓ=1

(Û−1)ikHkℓUℓj

=
n∑

k=1

n∑
ℓ=1

yki ·Hkℓ · yℓj (A.20)

と表される．次に，式 (A.17)で定義された行列 Ĥ ′′の行列要素H ′′
ijは

H ′′
ij = (Ẑ−1Ĥ ′Ẑ−1)ij, (i, j = 1, 2, · · · ,m(≤ n))

=
n∑

k=1

n∑
ℓ=1

(Ẑ−1)ikH
′
kℓ(Ẑ

−1)ℓj

=
n∑

k=1

n∑
ℓ=1

δik√
λi

·H ′
kℓ ·

δℓj√
λj

=
1√
λiλj

H ′
ij,

→ H ′′
ij =

1√
λiλj

n∑
k=1

n∑
ℓ=1

yki ·Hkℓ · yℓj, (i, j = 1, 2, · · · ,m(≤ n)) (A.21)

と表される．このように，行列 Ĥ ′′を対角化すれば，標準的な固有値問題と
同じになる．

3. ステップ 3（固有ベクトル）．

最後に，固有ベクトルの成分の数学的表現を求める．式 (A.15)と式 (A.18)

における固有ベクトルから構成される行列をそれぞれ Ĉ, X̂ ′, X̂(大文字）と
おく，すなわち

Ĉ ≡ (c1, c2, · · · , cn), (A.22)

X̂ ′ ≡ (x′
1,x

′
2, · · · ,x′

n), (A.23)

X̂ ≡ (x1,x2, · · · ,xn). (A.24)

これらを用いると，式 (A.15)は

Û−1Ĉ = X̂ ′ (A.25)
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と書ける．同様にして，式 (??)より得られる

ẐX̂ ′ = X̂

→ X̂ ′ = Ẑ−1X̂ (A.26)

を式 (A.25)に代入すると

Û−1Ĉ = Ẑ−1X̂

→ Ĉ = Û Ẑ−1X̂ (A.27)

が得られる．この行列要素を考えると

Cij = (Û Ẑ−1X̂)ij

=
m∑
k=1

m∑
ℓ=1

Uik(Ẑ
−1)kℓXℓj

=
m∑
k=1

m∑
ℓ=1

Uik
δkℓ√
λk
xℓj

→ Cij =
m∑
k=1

yikxkj√
λk

(A.28)

が得られる．

一般固有値問題の解法についての最近の研究動向については [7] などを参照の
こと．

B ガウス型基底関数系を用いた線形変分法に必要とな
る行列要素

通常，ガウス関数は e−αx2
(1次元の場合）という関数形で与えられるが，後の計

算上の複雑さを避けるために，長さの次元をもつ拡がりパラメタ bを導入して，
i番目の試行関数として

ϕi(x) =

(
1

πb2i

)1/4

exp

(
− x2

2b2i

)
; (1次元の場合）, (B.1)

ϕℓm,i(r) =

√
2

Γ
(
ℓ+ 3

2

)
b3i

(
r

bi

)ℓ

exp

(
− r2

2b2i

)
Yℓm(θ, φ); (3次元の場合）(B.2)

と与えられる [3]．ここで，Γ(x)は xを変数とするガンマ関数，Yℓm(θ, φ)は球関
数 (球面調和関数)である．3次元の場合で，特に，ℓ = 0 = mの時

ϕ0 0,i(r) =

√
1

πb2i
exp

(
− r2

2b2i

)
; (3次元の場合） (B.3)
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となり，1次元の場合の試行関数と一致する．
また，1次元の試行関数 (B.1)は 1次元の調和振動子系の基底状態の波動関数と

同じである．3次元の等方調和振動子系の波動関数は

ψnℓm(r) =

√
2Γ(n+ 1)

Γ(n+ ℓ+ 3
2
)
b−3/2xℓ · exp

(
−x

2

2

)
· Lℓ+1/2

n (x2)Yℓm(θ, φ), (B.4)

b ≡
√

h̄

mω
, (B.5)

x ≡ r

b
(B.6)

と与えられる．ここで，Lℓ+1/2
n (x2)は随伴ラゲール多項式8である．式 (B.4)にお

いて，n = 0とおくと，

ψ0ℓm(r) =

√
2Γ(1)

Γ(ℓ+ 3
2
)
b−3/2xℓ · exp

(
−x

2

2

)
· Lℓ+1/2

0 (x2)Yℓm(θ, φ), (B.7)

= ϕℓm,i(r) (B.8)

となる． ここで，Lℓ+1/2
0 (x2) = 1を用いた．

以下のように，試行関数としてガウス型基底関数系を選ぶと，線形変分法の計
算に必要となる行列要素は解析的に表せる [3] ．

1. 1次元の場合：

⟨ϕi|ϕj⟩ = βij,

(
βij ≡

2bibj
b2i + b2j

)
, (B.9)

⟨ϕi|
d2

dx2
|ϕj⟩ = −

β
1/2
ij

b2i + b2j
, (B.10)

⟨ϕi|e−αx2|ϕj⟩ =
(
αbibj +

1

βij

)−1/2

, (B.11)

2. 3次元の場合：

⟨ϕℓm,i|ϕℓm,j⟩ = β
ℓ+3/2
ij , (B.12)

⟨ϕℓm,i|∆|ϕℓm,j⟩ = − 2ℓ+ 3

b2i + b2j
β
ℓ+3/2
ij , (B.13)

⟨ϕℓm,i|
1

r
|ϕℓm,j⟩ =

βℓ+1
ij√
bibj

Γ(ℓ+ 1)

Γ(ℓ+ 3
2
)
. (B.14)

8associated Laguerre polynomial
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これらの行列要素の計算には以下の積分公式 [14]を用いる．∫ ∞

0

e−αx2

x2ndx =
(2n− 1)!!

2n+1

√
π

α2n+1
, (α > 0), (B.15)∫ ∞

0

e−αx2

x2n+1dx =
n!

2αn+1
, (α > 0). (B.16)

ここで，∆はラプラス演算子 (ラプラシアン)で，直交直線座標 x, y, zにより∆ ≡
∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2と定義される．

C 拡がりパラメタが等比級数的に変化するガウス型基
底関数系を用いた線形変分法

拡がりパラメタの値を等比級数 bi = b1r
i−1
0 , (r0は等比)にとると

βii+1 =
2r0

1 + r20
(C.1)

のように，隣合う重なり積分 ⟨ϕi|ϕi+1⟩が iに依らない．高い精度で波動関数を求
めたいときは，この重なり積分 ⟨ϕi|ϕｊ⟩の値が 0.9以上など大きな値であるほど，
計算結果の収束がよい [3]．bの値が b1から bmax ≡ b1 × rimax−1

0 に変化するにつれ
て，ガウス関数の最大値が徐々に小さくなるとともに，より遠距離まで伸びる傾
向にあるので，短距離から長距離までまんべんなく真の波動関数を模擬する可能
性があることが分かる．
水素原子の電子のエネルギー固有値のガウス関数型試行関数系を用いた線形変

分計算結果と厳密計算値の比較を図 2に示す．数値計算は以下のように定義され
る原子単位9または，ハートリー単位10を用いて行われている．

1. 質量は電子の質量meを１ (単位)とする．

2. 電気量は電気素量 eを１ (単位)とする．

3. 距離はボーア半径 a0を１ (単位)とする．

4. エネルギーは水素原子の電子の基底状態（1s状態）のエネルギーE1sの絶対
値の２倍を１ (単位)とする．

すると，厳密計算による電子の量子化されたエネルギーは ξn = −0.5/n2, (n =

1, 2, · · · )と表される．図 2に示されているように，線形変分法において準備され
る試行関数の個数が増えるとともに，高い精度で，しかも基底状態のみならず励
起状態のエネルギーが計算されていることが分かる．

9Atomic unit
10Hartree unit
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図 2: 水素原子の電子のエネルギー固有値のガウス関数型試行関数系を用いた線形
変分計算結果と厳密計算値の比較．出典 [10]
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