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xy面上の平面運動を考える。任意の時刻において、質点 (粒子)の位置ベクトル r⃗ = (x, y, 0)、
運動量ベクトル p⃗ = (px, py, 0)、力のベクトル F⃗ = (Fx, Fy, 0)と書ける。以下の問いに答よ。

1. 角運動量 ℓ⃗の x, y, z成分 ℓx, ℓy, ℓzを計算せよ。

2. 力のモーメント (トルク)N⃗ の x, y, z成分Nx, Ny, Nzを計算せよ。

3. 力のベクトル F⃗ がゼロではなくても、 力のモーメント (トルク)ベクトル N⃗ がゼロにな
る場合があるか、どうか調べよ。

4. 力のモーメント (トルク)N⃗ がゼロになる場合，角運動量 ℓ⃗はどうなるか．

(解答) 二つの任意のベクトル A⃗ = (Ax, Ay, Az), B⃗ = (Bx, By, Bz)に対して、ベクトル積
(外積)は次のように定義される

A⃗× B⃗ ≡ (AyBz − AzBy, AzBx − AxBz, AxBy − AyBx) (1)

A⃗× B⃗は A⃗から B⃗に向けて右ねじをまわしたときに，ねじの進む向きである。

1. 定義より

ℓ⃗ ≡ r⃗ × p⃗

→ ℓx = y × 0− 0× py = 0,

ℓy = 0× px − x× 0 = 0,

ℓz = xpy − ypx． (2)

これは xy面上の二つのベクトルを回すと、ｚ軸向きのベクトルをつくるに対応して
いる。

2. 同様に、力のモーメントベクトル N⃗ の定義より

N⃗ ≡ r⃗ × F⃗

→ Nx = 0,

Ny = 0× Fx − x× 0 = 0,

Nz = xFy − yFx. (3)

xy面上の二つのベクトルを回すと、ｚ軸向きのベクトルをつくるに対応している。

3. 前問の結果より、力のモーメントベクトル N⃗ の z成分は一般にはゼロではない。し
かし、xFy − yFx = 0となることもあり、それは
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となる力、すなわち、F⃗ が r⃗に比例している力である。
（備考：このような性質をもつ力を中心力といい、重力や電気力などの例がある。）
この問題のように、平面運動においては、その面に垂直な向きに角運動量、力のモー
メントがともに生じる、すなわち、回転運動が生じる。しかし、中心力の場合にはた
とえ力が働いてもそのモーメントはゼロになることを意味している。）

4. ℓ⃗と N⃗ の間には任意の時刻 tにおいて，次の関係式 (回転の運動方程式）が成り立つ．

dℓ⃗

dt
= N⃗ . (5)

したがって，N⃗がゼロになる場合，角運動量 ℓ⃗はベクトルとして保存される．すなわ
ち，角運動量 ℓ⃗ベクトルの向きも大きさも一定であり，物体の軌道は ℓ⃗の向きに垂直
な平面上に限られる．
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